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1 Bevezetés

A kvadratikus testek feletti egyértelmli primfaktorizacio létezése szamelméleti prob-
lémak vizsgalata soran meriilt fel. A hires Fermat-féle két négyzetszam tétel szamos
bizonyitasa koziil az egyik legszebb, és legegyszertibb bizonyitas azon alapszik, hogy a
Q (\/—_1) komplex kvadratikus test algebrai egészeinek gytirjén, vagyis a Gauss egészek
gyurijén létezik egyértelmli primfaktorizacio, vagyis Gauss-gyuri. A nagy Fermat-
tételt n = 3-ra Euler az Euler-egészek, vagyis Q (\/—_3) algebrai egészeinek segitségével
igazolta. Ezen gondolatmenet mintajara probéltak az altalanos esetet is hasonld mo-
don bebizonyitani, és ekozben meriilt fel az a probléma, hogy algebrai egészek milyen
gytrtiben létezik egyértelmi primfelbontés.

Gauss azt sejtette, hogy kilenc olyan komplex kvadratikus test 1étezik, amelyeken
a primfaktorizacié egyértelmi, és ezen sejtését 1801-ben publikédlta a Disquisitiones
Arithmeticae cimi konyvében. Ezek a kvadratikus testek pedig a kovetkezok:

Q (v/m) , ahol m = —1, -2, -3, -7, —11,—19, —43, —67, —163.

1934-ben Hans Heilbronn és Edward Linfoot megmutatta, hogy a fenti kilenc értékre
vett komplex kvadratikus test valéban primfaktorizacids, és ezen a kilencen kiviil legfel-
jebb még egy primfaktorizacidés komplex kvadratikus test létezhet. Késobb, 1952-ben
Kurt Heegner modularis formékat és egyenleteket hasznalva bebizonyitotta, hogy ez a
tizedik test nem létezik. Ez a bizonyitds azonban hidnyos volt, és csak akkor fogadtak
el, amikor 1967-ben Harold Stark teljes bizonyitdst adott, kitoltve a Heegner gondo-
latmenetében 1évé hézagokat. A szamelméletben Heegner szamnak hivjuk az olyan
négyzetmentes, pozitiv egész m szamot, melyre a komplex kvadratikus test, Q (M)
primfaktorizaciés. A Stark-Heegner tétel szerint pontosan kilenc Heegner szam van (a
fenti m értékek ellentettjei): 1,2,3,7,11,19,43,67,163.

Erdekességképpen megemlitjitk, hogy a Heegner-szdmok a szamelmélet kiilénbdz6
teriiletein felbukkannak, olykor meglehetosen meglepo Gsszefiiggésekben. Az Euler féle
prim-generalé polinom, azaz n? +n +41 prim szdmokat ad n = 0, . .., 39-re, ami Ossze-
fiigg azzal, hogy a legnagyobb Heegner szam: 163 = 4-41 — 1. Rabinowitz bizonyitotta
be, hogy n? + n + p prim szdmokat ad n = 0,...,p — 2-re akkor és csakis akkor, ha
a Q( 1— 4p) kvadratikus test primfaktorizacids. Erdekesség még a Ramanujan féle

konstans, amely nem més, mint az e™163 transzcendens szadm, amely majdnem egész,
hiszen nagyon kozel van egy egész szamhoz:

e™163 — 9262537412 640 768 743,999 999 999 999 25 . . . ~ 640 320° + 744.

A dolgozatban a kvadratikus test algebrai egészeinek gytrtjén vizsgaljuk az egyér-
telm primfelbontas létezését. Be fogjuk latni, hogy a kovetkezd m értékekre a komplex
kvadratikus test euklideszi, kovetkezésképpen foidedlgytirii, vagyis létezik rajta prim-
faktorizacio:

m=—1,-2-3,-7,—11.
Megnézziik tovabba azt az esetet is, amikor m = —19. Ekkor Dedekind-Hasse norma
segitségével latjuk be, hogy létezik egyértelmii primfelbontas a kvadratikus testen.

Ezen ismereteinket az 22 + m = y® alaku diofantoszi egyenletek megolddsiaban
hasznaljuk. Legegyszer(ibb példa ezen megoldds menetére az 2% + 1 = 3> egyenlet
megoldéasa. Elso 1épésben atirjuk az egyenletiink bal oldalat szorzat alakba:

(v +1) (z — 1) =9°.
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Ko6nnyen megmutathaté, hogy a baloldalon szerepld két tényezo relativ prim a Gauss-
egészek Z[i] gylrijében. Mivel ezen a gytrtn létezik egyértelmii primfelbontés, ezért
x + i-nek és x — i-nek is ,kobszamnak” kell lennie, vagyis

r+i=(a+bi)’ =a’—3ab’+ (3’0 —1*)i  (a,beZ).

Ebbédl kévetkezik, hogy x = a® — 3ab?, illetve 1 = 3a?b — b®. Ez utébbi egyenletbél
kapjuk, hogy b = —1 és a = 0, amibdl kapjuk, hogy egyenletiink egyetlen megoldasa:
r=0,y=1.



2 Kvadratikus testek

2.1 Algebrai egészek

2.1. Definicié. Egy komplex szamot algebrai szdmnak neveziink, ha gycke valamely
nemzéré f(x) € Q[z] polinomnak.

A fenti definiciobdl a kovetkezo tétel egyszertien adédik.

2.2. Tétel. Egy komplex szam akkor és csak akkor algebrai szam, ha gydke valamely
nemzérd g(x) € Z[z] polinomnak.

2.3. Tétel. Bdrmely a algebrai szamhoz egyetlen olyan g(x) € Q[z] irreducibilis f6-
polinom létezik, amelynek o gyoke. Ezt a g(x) polinomot az « algebrai szdm minimdl-
polinomjanak nevezziik. Amennyiben f(x) olyan polinom Qlx]-ben, amelynek o gydike,
akkor fenndll a g(x) | f(x) oszthatdsdyg.

2.4. Definicid. Egy « algebrai szamot n-edfoki algebrai szamnak neveziink, ha mini-
malpolinomja n-edfok.

Belathato, hogy a kovetkezd definicio és tétel egymassal ekvivalens.

2.5. Definicié. Egy algebrai szamot algebrai egésznek neveziink, ha minimélpolinomja
egész egylitthatos polinom.

2.6. Tétel. Egy komplex szdm akkor és csakis akkor algebrai egész, ha gydke valamely
Z[z]-beli fépolinomnak.

Az 6sszes algebrai szamok halmaza (a komplex szamok korében megszokott Gssze-
adds, szorzds miiveletével) testet alkot. FEzt a testet az algebrai szdmok testének
nevezzziik. Az algebrai egészek részgytiriit alkotnak az algebrai szamok testében.

2.7. Tétel. A raciondlis szamok kéziil csak Z. elemei algebrai egészek.

Bizonyitds. Ha « raciondlis szam, akkor minimélpolinomja x — .. Ez a polinom akkor
és csakis akkor egész egyiitthatos, ha o € Z. n

2.8. Tétel. Egy a komplex szdm akkor és csakis akkor algebrai, ha létezik B algebrai
egész és k egész szam, hogy o = B/k.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a = (/k, ahol 3 algebrai egész, és k egész szam. Vegyiik
észre, hogy [ és k algebrai szamok. Az algebrai szamok pedig testet alkotnak, tehat «
algebrai szam.

A masik irdny bizonyitdsdhoz keressiik az « algebrai szdmot [3/k alakban, ahol k
egész szam. Legyen a minimalpolinomja a kovetkezo:

"t a, 2"+ arta € Q[z].
Legyen
a; = E, ahol 71;,s; € Z, Inko (r;,s;) =1 (1=0,1,2,...,n—1).

Si
A minimalpolinom értéke az av = (3/k helyen 0, amibél k™-nel vald szorzas utén kapjuk,

hogy:
Tn_1k riknl rok™
e T ]
Sp—1 S1 S0

Ha k = H?;ll s;, akkor a fenti egyenlet bal oldalan minden egyiitthaté egész szam, és
ekkor a 2.6. Tétel mutatja, hogy (5 algebrai egész. O]
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2.9. Definicié. Legyen « tetszéleges algebrai szam. Az « szam miniméalpolinomjanak
barmely gyokét o konjugdltjinak nevezziik. Az Osszes konjugéltak szorzata pedig
normdga, amit N («)-val jeloliink. A Viéte-formuldk szerint N («) eléjel erejéig nem
més, mint o minimalpolinomjéanak konstans tagja, igy N (a) € Q.

2.10. Tétel. Jelolje Q(a) a komplex szamok testének azt a legszikebb résztestét, mely
az n-edfoki o algebrai szamot tartalmazza. Ekkor minden Q(«)-beli szam egyértelmiien
eldall

Chr0" o caF g

alakban, ahol c,,_1,cp_a,...,C1, o raciondlis szamok.

2.2 Algebrai egészek kvadratikus testekben

2.11. Definicié. A Q(«a) alaki testeket, ahol ov masodfoki algebrai szam, kvadrati-
kus testeknek nevezziik. A 2.10. Tétel szerint Q(a) = {a + ba : a,b € Q}. Abban az
esetben, ha Q(a) C R, akkor azt mondjuk, hogy Q(«) valds kvadratikus test, ellenkez6
esetben Q(a) komplex kvadratikus test.

2.12. Lemma. Egy « algebrai szam akkor és csakis akkor mdsodfokiu, ha elddll o =
a + by/m alakban, ahol a,b € Q,b # 0, és m € Z\{1} négyzetmentes szdm.

Bizonyitas. Ha a a tételben szereplo alakban all el6, akkor minimalpolinomja a kovet-
kezo:
z? — 2ax + (a2 — b2m) .
Ebbdl latszik, hogy a masodfok.
Tegyiik fel, hogy a masodfoku algebrai szam. Vegyiik a minimalpolinomjat a ko-

vetkez6 alakban:
r? — 2ar + ¢ (a,c€Q).

A masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan
a=axva?— 2

Az a? — ¢? raciondlis szamot felirhatjuk b?m alakban, ahol b € Q és m négyzetmentes
egész szam. lIgy tehdat o = a £ by/m, és sziikség esetén b el6jelét megvaltoztatva
megkapjuk a kivant eldéllitast. (Vegyiik észre, hogy m # 1, hiszen o nem racionélis.)

m

2.13. Definicié. Az a = a + by/m méasodfoki algebrai szam konjugdltjin az & =
a — by/m szémot értjiik.

A fenti szamolasokbodl latszik, hogy @ éppen o minimalpolinomjanak masik gyoke,
tehat a 2.9. Definici6 szerinti (egyik) konjugaltja a-nak. Ha m < 0, akkor @ éppen «
komplex konjugaltja.

2.14. Tétel. Ha K kvadratikus test, akkor létezik olyan 1-tdl kiilonbozo, négyzetmentes
m egész szdm, hogy K = Q (/m).

Bizonyitds. Legyen K = Q («), ahol a@ masodfoki. A 2.12. Lemma alapjdn tudjuk,
hogy o = a + by/m, ahol a,b € Q, tehdt Q (o) = Q (y/m). O



2.15. Tétel. Ha m,n # 1 négyzetmentes egész szdmok, és Q (/m) = Q(/n), akkor
m=n.

Bizonyitds. Ha a tétel feltételei teljesiilnek, akkor \/m = a + by/n, alkalmas a,b
racionalis szamokkal. Négyzetreemelés utan kapjuk, hogy

m = (a2 + an) + 2aby/n.

Mivel \/n nem raciondlis, ezért ab = 0, ami azt jelenti, hogy a = 0 vagy b = 0. A
masodik esetben a /m = a egyenldséget kapnénk, ami nem lehetséges, mert /m ¢ Q.
Az els6 esetben m = b’n, és mivel m négyzetmentes, ezért b = 1, vagyis m = n. O

A tovébbiakban m mindig egy rogzitett (tetszéleges) négyzetmentes, 1-t61 kiilonbo-
z0 egész szam, K pedig a Q (/m) testet jeloli. Vegyiik észre, hogy m > 0 esetén K valds,
m < 0 esetén pedig K komplex kvadratikus test. A K-beli algebrai egészek gytiriijét
Ok jeloli. A tovabbiakban az Ok gylrt szamelméleti tulajdonsigait fogjuk vizsgalni.
Szeretnénk, ha Og-ra is kaphatndnk a Q (/m) test elemeinek a 2.12. Lemmadban adott
lefrdsdhoz hasonld el6allitdast. Azt varnank, hogy Ok = {a + by/m : a,b € Z} de amint
a kovetkezo tételben latni fogjuk, nem minden esetben ilyen egyszerii Ok elemeinek
lefrasa.

2.16. Tétel. A K = Q (/m) kvadratikus test algebrai egészeinek gyiirije Ox = Z[w] =
{a+bw :a,beZ}, ahol

{\/ﬁ, ham =23 (mod 4);
W:

Hg/ﬁ, ha m=1 (mod 4).

Bizonyitds. Legyen a = a + by/m € K, ahol a,b € Q. Ha b = 0, akkor a = a, és a 2.7.
Tétel szerint ebben az esetben « pontosan akkor algebrai egész, ha a € Z.

Tegyiik fel most, hogy b # 0, ekkor o ¢ Q, tehat minimélpolinomja méasodfoki. A
2.12. Lemmaban mar lattuk, hogy az ilyen alaki o minimélpolinomja:

2 — 2ax + (a2 — b2m) .

Tegyiik fel, hogy o € O, azaz 2a € Z és a®> — b*m € Z. Ekkor 4b*m = (2a)° —
4 (a* — b*m) € Z. Tekintsiik b és m primtényez6s alakjét:
b=+p’ . .pP ahol fieZ (i=1,2,...,7),
m==4pd-...-p, ahol §; € {0,1} (i=1,2,...,r),

mivel m négyzetmentes. Felteheto, hogy p; = 2, ha nincs benne valamelyik primténye-
z6s felbontasban, akkor 3; = 0, vagy d; = 0. Behelyettesitve kapjuk, hogy

AV%m = ip§61+51+2 le?ﬁﬁ-&'.
=2
A kovetkez6 feltételeknek kell teljesiilniiik ahhoz, hogy 4b*m egész szam legyen:

201 + 01 + 2 > 0, vagyis
ﬁl 2 _17



ést1=2,3...,r esetén
20; + 0; > 0, vagyis
Bi > 0.

A fentiek szerint b vagy egész, vagy ,félegész” (azaz péaratlan szam fele), tehdt b = é,

ahol [ € Z. Korabban megallapitottuk, hogy 2a € Z, ezért a = %, ahol k € Z. Ekkor
K2 k? — I2m

2 g2 N U KM .
a‘ —b‘m 1 4m 1 € 7, tehat

4| k* — P’m.
A kovetkezo négy eset lehetséges k és | paritasanak fiiggvényében:
(i) k pératlan és [ paros: k* —?m =1% 0 (mod 4), ami ellentmondds;

(i) k paros és | paratlan: k%> — I?m = —m # 0 (mod 4), mivel m négyzetmentes,
tehat ez is ellentmondas;

(iii) k és 1 paros: k* — >m =0 (mod 4), és ekkor a,b € Z;

(iv) k és I paratlan: k? — *m =1 —m (mod 4), ez akkor és csakis akkor lehetséges,
ham =1 (mod 4).

A fentieket Gsszegezve m Z 1 (mod 4) esetén
Ok = {a—i—bm: a,bGZ},

és ekkor készen vagyunk. Figyeljiik meg, hogy az O halmaz egy téglalapracsot alkot
a komplex szamsikon, amelynek alaptartomanya olyan téglalap, melynek egyik oldala
1, mésik oldala /m| hossziisagt (l4sd az 1. dbrat).

Az m =1 (mod 4) esetben pedig azt kapjuk, hogy

ko1
(’)K:{§+§\/ﬁ:k,l€Z,és k=1 (mod2)},

és ekkor kovetkezo egyenloséget kell belatnunk:

1
{a+b\/ﬁ: a,b € Z vagy a,bfélegész} = {a+b+Tm . a,bEZ}.

A bal oldalon szereplé halmaz az 1,/m szamok altal kifeszitett racs kiegészitve az
alaptartomanyok kozéppontjaival, mely a 2. abran lathaté. A jobb oldalon szerepl6
halmaz pedig az 1, LvVm o dmok altal kifeszitett racs, amely a 3. abran figyelhetd meg.

2
Az abrakrdl latszik, hogy a két racs megegyezik. O]

2.3 Norma és egységek kvadratikus testekben

A 2.9. Definicié értelmében az o = a + by/m € K szdm normdja N(a) = o-a =
(a + bym) (a — by/m) = a® — b*m. Vegyiik észre, hogy m < 0 esetén N (o) = |a|’.
Vizsgalni fogjuk, hogy az N norma mely m-ekre euklideszi, illetve Dedekind-Hasse
norma (lasd a 3.4. Definiciét). El6késziiletként a norma néhany alaptulajdonsdgat
bizonyitjuk be.



2.17. Tétel. Tetszoleges K kvadratikus test esetén teljesiilnek az alabbiak.

Bizonyitds. A tétel els allitdsanak bizonyitdsahoz elséként azt kell megmutatni, hogy
ha o, € K, akkor aff = @- (. Ezt egy konnyu szamolédssal ellendrizhetjiik. Ezutan
konnyen adodik, hogy

N (af) = af-af = af-af = aa- 3 = N (a) N () .

Kovetkezik a masodik allitas bizonyitasa. Ha « algebrai egész K-ban, akkor mi-
nimalpolinomja egész egyiitthatos, és a 2.9. Definiciébdl tudjuk, hogy o minimélpoli-
nomjanak kontans tagja megegyezik o norméjaval, tehat N («) egész széam.

A harmadik allitas igazoldsahoz tegyiik fel, hogy 3 = a7, ahol v € Og. Az elso
tulajdonsag szerint N (3) = N («) N (7), a masodik tulajdonsag szerint itt mindhérom
norma egész szam, kovetkezésképpen N (a) | N (/3).

A negyedik allitds bizonyitdsa a kovetkez6képpen torténik. Ha N (o) = £1, és «
algebrai egész, akkor a- @@ = +1, azaz « egység. Forditva, tegyiik fel, hogy « algebrai
egész és egység. Akkor létezik olyan [ algebrai egész K-ban, hogy af = 1, ahonnan
N (af) = N (a) N (8) = 1 kovetkezik, és innen N (o) = £1, mivel mind «, mind 3
norméja egész szam a masodik tulajdonsag alapjan. O]

2.18. Tétel. Legyen K = Q (/m) komplex kvadratikus test. Ha m # —1,—3, akkor
Ok egységei 1 és —1. Ham = —1, akkor Ok egységei a negyedik eqységyokok, m = —3
esetén pedig a hatodik eqyséqyokok.

Bizonyitds. A 2.17. Tétel (iv) pontja szerint olyan « algebrai egészeket kell keresni
a K testben, amelyeknek norméja 1 vagy —1. A 2.16. Tétel szerint o = a + by/m,
ahol a,b € Z vagy a = (a+ by/m) /2, ahol a,b paratlan szamok, és {gy a normdja
N(a) = a®> — mb? vagy N(a) = (a*> — mb?) /4.

Eloszor nézziik az elso lehetéséget. Ekkor olyan a és b egész szamokat keresiink,
amelyekre a? — mb? = £1. Mivel m negativ, a®> — mb® > 0, ezért csak az a? —mb* =1
egyenlet megoldasait kell keresniink. Nyilvanvald, hogy a = 1, b = 0 valamint a = —1,
b = 0 megolddsok. Ha m < —1, akkor nincs mds megoldds, ugyanis ekkor a? — mb* >
—mb? > 20> > 2, ha b # 0. Ha m = —1, akkor még tovabbi megolddsként adédik az
a =0, b= 1 valamint az a = 0, b = —1 lehet6ség is.

Most térjiink 4t az o = (a + by/m) /2 esetre. Ekkor a 2.16. Tétel szerint m = 1
(mod 4). Ha m < -3, akkor az (a* —mb?) /4 = 1 egyenletnek nincs paratlan a,
b megolddsa, mert ha a és b paratlan lenne, akkor a®> — mb®> > 1 — m > 4. Végiil

tekintsiik az m = —3 esetet. Ekkor az a® + 30> = 4 egyenlet megoldésai (paratlan
a-ra és b-re): a = 1, b = £1. Ezzel kimeritettiik az Osszes lehet6séget. A kapott
megoldasok pontosan azok, amelyek a tételben szerepelnek. Il



3 Euklideszi és primfaktorizacios kvadratikus testek

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy milyen m < 0 értékekre lesz Ok primfaktori-
zacios gyurl, azaz Gauss-gytrii. Tudjuk, hogy tetszéleges R integritastartomanyra

R euklideszi gyliri = R f6idedlgyliri = R primfaktorizdcids gytiri,

és altalaban ezen implikacidk egyike sem fordithaté meg. Az altalunk vizsgalt O
gytiriik esetén (s6t nemcsak masodfokd, hanem tetszéleges végesfoku algebrai szam-
testekre) a méasodik implikdcié megforditva is igaz, vagyis Ok akkor és csakis akkor
primfaktorizacids, ha foidealgytirii. Ennek igazolasdhoz a Dedekind-gytriik elméletére
van sziikség [1].

3.1. Definicié. A K test primfaktorizdcios, ha algebrai egészeinek gytrije primfak-
torizacios gyurl (Gauss-gytliri). A K test euklideszi, ha algebrai egészeinek gytirije
euklideszi gytiri.

Felidézziik az euklideszi norma definiciéjat, és definidlunk egy altalanosabb normat,
amelynek segitségével a foidedlgytiriik jellemezhetok. A tovabbiakban legyen R tetszo-
leges integritastartomany.

3.2. Definicié. A ||-||: R — Ny leképezés norma, ha

(N) Va e R:|a|| =0<<= a=0.

3.3. Definicié. A || || norma euklideszi norma, ha (N) mellett teljesiil még a kovetkezo
feltétel:

(E) Vo, € R,#0: 0| a vagy Ix € R:0 < |[la— Bk| <]

3.4. Definicié. A ||- || norma Dedekind-Hasse norma, ha (N) mellett teljesiil még a

kovetkezo feltétel:
(DH) Va, € R, #0:08|a vagy Ir, 7€ R:0 < |lar — B < ||5]-

Az euklideszi norma definiciéjdban altalaban az (E) feltétel helyett a kovetkezd
feltétel hasznalatos:

(E”) Va,B € R,0#0: dve R:0 < ||la— Bkl < ||B].

Vildgos, hogy 3 | a akkor és csakis akkor, ha ||o — 8k|| = 0, tehat az (E’) és az (E)
feltételek valéban ekvivalensek. A Dedekind-Hasse norma esetében ilyen atfogalmazas
nem lehetséges.

3.5. Tétel. Ha R-en létezik Dedekid-Hasse norma, akkor R foidedlgyiri.

Bizonyitds. Legyen I C Ridedl. Ha I = {0}, akkor nyilvan I = (0). Ha I # {0}, akkor
legyen legyen 8 minimélis normaju eleme az I\{0} halmaznak. A | sziv4” tulajdonsag
miatt tetszéleges & € R esetén 0 € I, vagyis () C 1.

A maésik iranyu tartalmazas igazolasdhoz azt kell megmutatnunk, hogy minden o €
I elem oszthaté G-val. Ha (3 | «r, akkor készen vagyunk, ha pedig (3 t a, akkor léteznie
kell olyan k,7 € R elemeknek, hogy 0 < |lar — Bk|| < ||B]|. A ,szivé” tulajdonsig
miatt ar € I és fr € I, igy a kiilonbségiik is eleme I-nek, de nem lehet 0, ezért
ar — Bk € I\{0}. Ez viszont ellentmond annak, hogy § norméja minimélis. Igy tehat

) =

Megjegyzés. A fenti tétel megforditasa is igaz, vagyis egy R integritastartomany akkor
és csakis akkor foidealgytiri, ha létezik rajta Dedekind-Hasse norma.



3.1 FEuklideszi kvadratikus testek

3.6. Tétel. Kizdrdlag a kivetkezd m értékekre lesz a K = Q (/m) komplex kvadratikus
test euklideszi:
m=—-1,-2,-3,-7,—11.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk, mert annak ellendrzése, hogy csakis erre az 6t szamra
igaz, hogy K euklideszi, nehéz. Csak azt latjuk be, hogy erre az 6t szamra K euklideszi.

3.7. Tétel. A kivetkezd m értékekre a K = Q (/m) kvadratikus test euklideszi:
m=—1,-2,-3 —7,—11.

Bizonyitds. El6szor tekintsiik az m = 2,3 (mod 4) esetet. Ekkor O elemei egy tég-
lalapracsot alkotnak a komplex szamsikon. A racs alaptartomanya olyan téglalap,
amelynek oldalai 1, illetve /|m| hossztiak (I4sd az 1. dbrat). Be fogjuk latni, hogy N
akkor és csakis akkor euklideszi norma, ha a sik minden pontjat lefedik a racspontok
koré rajzolt egységnyi sugaru korok.

Vildgos, hogy az N norma teljesiti az (N) feltételt. Mar csak azt kell belatnunk,
hogy az (E’) feltételt is teljesiti, ehhez pedig igazolnunk kell, hogy

Vo, € Ok, f# 0 3k € Ok, hogy N (o — Br) < N ().

Mivel 5 # 0, és N multiplikativ, ezért leoszthatunk N (3)-val, igy az N (% — /f) <1

egyenlotlenséget kapjuk. A norma az abszolutérték négyzete, ezért az utébbi egyenl6t-
lenség akkor és csakis akkor allhat fenn, ha

(3.1) ‘%—/{ <1

Legyen tetszdleges z € C, r € RT esetén C.(2) a z kozépponti r sugart nyilt korlap:
C.(z) ={w € C: |w— z| < r}. Ekkor (3.1) ekvivalens azzal, hogy

a

— € Cl (/i) .

B

A 2.8. Tétel szerint K minden eleme el6all a/8 («, 3 € Ok) alakban, tehat azt

kell beldtnunk, hogy J,co, C1 (k) 2 K. Megmutatjuk, hogy a tételben megnevezett

ot m értékre az Ok pontjai koré rajzolt egységsugart korok nemcesak K-t, de az egész
komplex szamsikot lefedik, azaz

U Ol (Ii) =C.

keOK

A 4. dbran lathaté ABCD téglalap az 1. abran lathaté racs egy alaptartomanya.
Ha ezen téglalap minden pontjat lefedjiik a csticsai koré rajzolt egységsugaru korokkel,
akkor az egész sik lefedhet6 az Ok elemei koré rajzolt egységsugari korokkel. A téglalap
akkor lesz lefedve, ha a 4. dbran lathaté kor lefedi a téglalap E kozéppontjat, tehat
amikor _

BD| .
o T



vagyis a Pitagorasz-tétel szerint

]N/\m|+1\

< 1L
2

Rendezések utan kapjuk, hogy |m| < 3, vagyis m = —1, —2.

Most tekintsiik azt az eset, amikor m = 1 (mod 4). Ekkor Ok elemei egy para-
lelogrammaracsot alkotnak a komplex szamsikon (lasd 3. 4bra), amely a 2.16. Tétel
szerint nem méds, mint a fentebb tekintett téglalapracs kiegészitve a téglalapok kozép-
pontjaival (2. dbra). Az el6z6 esethez hasonldan azt kell beldtnunk, hogy minden
téglalapot lefed a csicsai és a kozéppontja koré rajzolt 6t egységkor. Az 5. dbran az
a hatarhelyzet lathatd, amikor a zart korok még éppen lefedik a téglalapot, vagyis ha
az AD szakasz hosszabb az ebben a helyzetben latottnal, akkor még a zart korok sem
fedik le a téglalapot, ha pedig rovidebb, akkor mar a nyilt koérok is lefedik.

Vegyiik észre, hogy az F'G szakasz hossza a Pitagorasz-tétel miatt egyenld ——Vel

Ebbdl kovetkezik, hogy abban az esetben, amikor |DF } > ‘2[ +1, a nyilt korlapok nem
fedik le a téglalapot (egyenl6ség esetén a zart korlapok mar lefedik), viszont amikor

|W|<§+1,

akkor mar a nyilt korlapok lefedik a téglalap minden pontjat. Vegyiik észre tovabba,

hogy
A\/lm I
Vim| - ‘ D F\ ,
2
Behelyettesitve, és atalakitva az el6z6 egyenlttlenséget, a kovetkezot kapjuk:

Vm| < V3+2.

Ha négyzetreemeljiik mindkét oldalt, megkapjuk a felsé korlatot |m/|-re:
Im| < 7+ 4V3 ~ 13,93,

vagyis |m| < 13, amelynek negativ egész megolddsai m = —1,—2,...,—12, de ezek
kozil csak m = —3, =7, —11 teljesiti az m = 1 (mod 4) feltételiinket. O

Megjegyzés. A fenti gondolatmenet azt is igazolja, hogy csak a tételbeli 6t m értékre
lesz az N norma euklideszi norma az Ok gytirtin. Annak igazolasa, hogy ezen 6t érték
kivételével N-t6l kiilonbozo euklideszi norma sincs, joval nehezebb feladat.

3.2 Primfaktorizacios kvadratikus testek

3.8. Tétel. Kizdrdlag a kivetkezd m értékekre lesz a K = Q (/m) komplex kvadratikus
test primfaktorizdcios:

m=—1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163.

A tétel bizonyitasa nehéz, mi csak az m = —19 esetre ellendrizziik. Ez a klasszikus
példa olyan foidealgytriire, amely nem euklideszi.

3.9. Tétel. Legyen K = Q(\/—19). Ekkor az Ok gytirin a szokdsos N norma
Dedekind-Hasse norma, kovetkezésképpen Oy foidedlgyiri.
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy O = Z[w], ahol w = =19 {19. Az vildgos, hogy (N) teljesiil.
Ahhoz, hogy (DH) teljesiiljon, azt kell megmutatnunk, hogy

Vo, € Ok, #0: 8 |a vagy Ik, 7 € Ok : 0 < N(at — k) < N(f).

Vegyiik észre, hogy ha 7 = 0, akkor 0 < N(fk) < N(f3), vagyis 0 < N(k) < 1. Ez
ellentmond annak, hogy N (k) € Z, tehat 7 nem lehet 0. Ezért leoszthatunk N (5k)-val
és a norma multiplilativitdsa miatt a kovetkezot kapjuk:

(3.2) Va,B€Ok,B#0:

o a K 1
— € Ok vagy HH,TEOKZO<N(———)< )
3 g 7)) N()

Mivel & = % a K test tetszoleges eleme lehet, és mivel a norma az abszolutérték
négyzete, ezért (3.2) igy is megfogalmazhato:

(3.3) V{EKWMﬂﬂmTEOKJ%<k—§’<FT
Jelolje tetszOleges z € C, r € RT esetén C?2(z) a z kézépponti r sugari nyilt
korlapot, amelynek kozéppontjat eltavolitjuk: C2(z) = {weC: 0< |z —w| <r}.
Ezzel a jeloléssel (3.3) a kovetkezé alakot olti:
K
(7)

Ennek geometriai jelentése a kovetkezé: A 6. abran lathaté az Ok elemei alkotta
paralelogrammaracs. Rajzoljunk minden racspont koré kozéppontjaban kilyukasztott
egységsugaru kort. fgy ugyanazt a korrendszert kapjuk, mint a 3.7. Tételben, amikor
azt vizsgaltuk, hogy az N norma euklideszi-e. Ezutdn minden 7 € Ok \{0} szdmra
készitsiik el ennek az abranak az ,,%—szorosét” (ez forgatast és zsugoritast jelent). Ha
ezt a végtelen sok abrat egymasra helyezve Ok pontjai kivételével az egész sik le lesz
fedve, akkor N Dedekind-Hasse norma.

Megmutatjuk, hogy m = —19 esetén méar a 7 = 1,2,,w + 1 értékekhez tartozé
négy korrendszer lefedi a C\Of halmazt. A 7 = 1 esetet a 7. dbra mutatja. Ezt
az &brat kell orig6bdl kézéppontosan felére zsugoritani a 7 = 2 esetben (8. dbra).
A szemléletes abrazolas érdekében, a 7 = 1 esetben kapott korrendszer altal lefedett
pontokat sziirkére szinezziik (9. dbra), és erre az dbrara helyezziik 14 a 7 = 2 esetben
kapott korrendszert (10. abra). Ekkor mar az egész sik le van fedve, kivéve a korok
kozéppontjait. A feketével jelolt kozéppontokat nem kell lefedniink, ugyanis ezek Ok
elemei. A sziirke részre es6 fehérrel jelolt kozéppontok mar le vannak fedve, tehat a
sziirke részen kiviil esé fehér pontok, vagyis az § + gw (a,b € Z,b péaratlan) pontok
lefedése a célunk.

Vegyiik észre, hogy ha egy £ pontot le tudunk fedni, vagyis

e
T \T
alkalmas 7,k € Ok szamokkal, akkor barmely v € Og esetén & + ~ is lefedheto,

nevezetesen
K+ T
5+7€C?( 7).

(3.4) VE e K\Ok : 3k, 7€ Og : £ € C%

1
Il

-
Ezért elegend6 a kimaradt fehér pontokat Ok elemeivel val6 eltolas erejéig tekinteni,

és igy elegendd az ¢, “FL pontokkal foglalkozni (14sd a 10. abrat). Egyszerti szdmolds
mutatja, hogy % esetén 7 = w és kK = 2, mig “tl osetén 7 = w + 1 és K = 3 megfeleld

27 9
2
lesz. O
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4 Alkalmazasok

Amint mér a bevezetésben volt réla sz6, 2% + m = y* alaku diofantoszi egyenleteket
oldunk meg. Elso lépésben szorzatta alakitjuk az egyenlet bal oldalat:

(:(:—l—\/%) (I—M):gf’,

és a tényezOkrol belatjuk, hogy relativ primek. Tegyiik fel, hogy a K = Q (\/—m)
kvadratikus test algebrai egészeinek gytirtije, Ok primfaktorizacioés. Ekkor a bal oldalon
szerepl6 tényezok kiilon-kiilon , kobszamok”, tehat

(a: + M) = (a + bM)B = a® — 3ab®m + (3a2b — mb3) Vv-m (a,b € Z),

amibdl kovetkezik, hogy o = a® — 3ab*m, és 1 = 3a®b — mb3. Ez utébbi egyenléségbdl
a és b konnyen kifejezhetd, visszahelyettesitve megkapjuk z-et és y-t is.

4.1. Tétel. Az 2 + 4 = y3 diofantoszi egyenlet megolddsai x = £2,y = 2, valamint
r==x1l,y =5.

Bizonyitds. Elészor tekintsiik azt az esetet, amikor x paros. Ekkor y is paros, ezért y3 =
0 (mod 8). Mivel x péros, két eset lehetséges: x = 0 (mod 4), vagy z = 2 (mod 4).
Ha 2 = 0 (mod 4), akkor *> = 22 + 4 = 4 (mod 8), ami lehetetlen, kivetkezésképpen
x = 2 (mod 4). Tehat kereshetjiik a megoldédst az y = 2Y, x = 2X alakban, ahol X
paratlan szam. Ekkor egyszeriisités utan az egyenletiink az

X2 +1=2Y?
alakot 6lti, majd szorzatta alakitva kapjuk, hogy
(X +4) (X —d)=2Y*=(1+1i) (1 —i) V>,

Figyeljiik meg, hogy X? + 1 = 2 (mod 4), mert X pératlan, igy Y3 pdratlan.
Rendezziik az egyenletet:

po X+ X—i (14X 1-X\ (14X 1-X
— . — 7 — 1 .
1+7 1—1 2 2 2 2

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

=

I+ X 1-X
a = 2 =

Mivel X paratlan, a és b egész szamok és egyenletiink a kovetkez6 alakot 6lti:
Y3 = (a+bi)(a— bi).

Vegyiik észre, hogy a + b = 1, igy Inko (a,b) = 1. Megmutatjuk, hogy az a + bi és
a — bi Gauss-egészek is relativ primek. Legyen d = Inko (a + bi, a — bi), ekkor d osztja
e két szam kiilonbségét és Osszegét is:
d| (a+ bi) — (a — bi) = 2bi,
d| (a+bi)+ (a —bi) = 2a.

13



Tehat N(d) osztja az a + bi, 2bi, 2a szamok normdjat, vagyis az Y3, 40, 4a® szamokat.
Mivel Y pératlan, a és b pedig relativ primek, ezért N(d) = 1, vagyis d egység.

Tehat a + bi és a — bi valoban relativ primek, ezért mindkettének , kobszamnak”,
vagyis egy Gauss-egész kobének kell lennie. Legyen

a+bi=(s+ti) =5 —3st’ + (35t — %) i.
Hasonlitsuk Ossze a valds és képzetes részeket:

a= s> — 3st?

b= 3s%t — t3.

Ebbdl kivetkezik, hogy a+b = 5% —3st? +3s* — 3, mdasrészt tudjuk, hogy a+b = 1,
igy tehat
1=5"—3st> + 3%t — 17 = (s — 1) (s° + st + 17) .
Mivel s,t € Z, igy
(s—t)==x1és (s*+4dst +t*) = £1.

Vonjuk ki a méasodik egyenletet az els6 egyenlet négyzetébdl:
(s —1)? — (s +4st +1?) = —6st = 1 — (£1).

Tehat —6st = 2 vagy —6st = 0. Az elsé eset nyilvan lehetetlen, tehdt s = 0 vagy t = 0.
Ha s =0, akkora=0¢ésb=1—a=1, hapedigt =0,akkorb=0ésa=1—-b=1.
Tehat X = +£1, és igy

r=22, y=2.

Most tekintsiik azt az esetet, amikor x paratlan. Felirhatjuk az eredeti egyenletiin-
ket a kovetkez6 alakban:
y® = (z + 2i) (v — 2i0) .

Beléatjuk, hogy = + 2i és = — 2i relativ primek. Legyen d = Inko (z + 2i, x — 2i), ekkor
d osztja ezen két szam kiilonbségét:

d | (z +2i) — (x — 2i) = 4i.

Tehdt N(d) osztja az x + 2i, 4i szamok norm4jét, vagyis az 22 +4, 16 szdmokat. Mivel
x paratlan, ezért N(d) = 1, vagyis d egység.

Tehat x + 2¢ és x — 2¢ valoban relativ primek, ezért mindkettének , kobszamnak”
kell lennie. Legyen

t4 2= (g+71i)° = ¢ =3¢ + (3¢%r —r?) .
A valés és képzetes részeket 6sszehasonlitva kapjuk, hogy

x=q — 3qr?,
2 = 3¢°r — 1>
Latjuk, hogy r | 2, {gy r = £2 vagy r = +1. Visszahelyettesitve az egyenletbe
a kovetkez6 lehetséges (g, r) szampérokat kapjuk: (1,1),(—1,1),(1,-2),(—1,—2). Az
els6 két esetben x-re paros szamot kapunk, a masodik két esetbol pedig a kovetkezo
megoldas adddik:
r==+11, y=>.
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4.2. Tétel. Az 2 + 2 = y3 diofantoszi egyenlet megolddsai v = 5,y = 3.

Bizonyitds. Hay paros, akkor 22 = —2 (mod 8), ami lehetetlen, ezért y és x is paratlan.
Felirhatjuk az egyenletiinket a kovetkezo alakban:

= o4 VD) (- V).

El6szér megmutatjuk, hogy x++/—2 és x—+/—2 relativ primek a Z [\/ —2] gytriiben.
Jelolje d ezen két szam legnagyobb kozos osztdjat. Ekkor d osztja a kiilonbségiiket is:

d] (z+vV-2)— (z —vV-2) =2V-2.
Tehat N(d) osztja az x ++/—2, 2v/—2 szdmok norméjat, vagyis az x> + 2,8 szamokat.
Mivel z paratlan, ezért N(d) = 1, vagyis d egység.
Tehat x + /—2 és x — /—2 valdéban relativ primek, ezért , kobszamoknak” kell
lenniiik: 5
T+ V-2=(a+b/=2)" =a®—6ab’ + (3a°b — 2b°) V2.

Hasonlitsuk 0ssze a valds és képzetes részeket:

r = a® — 6ab?,

1 =3a’b— 20"

Latjuk, hogy b | 1, igy b = £1. Ha b = —1, akkor a ¢ Z, a b = 1 esetben pedig a = +1,
amibdl a kovetkezé megoldas adodik:

r =I5, y=3.
O

4.3. Tétel. Az 2? + 11 = y3 diofantoszi egyenlet megolddsai x = 4,y = 3, valamint
r = £58,y = 15.

Bizonyitds. Ha x paratlan, akkor y* = 22 + 11 =4 (mod 8), ami lehetetlen. Tehat z-
nek parosnak kell lennie, és ekkor y paratlan. Azt is észrevehetjiik, hogy 11 1 x, hiszen
ellenkezd esetben azt kapjuk, hogy y* = 22 + 11 = 11 (mod 121), ami nem lehetséges.
Tehét 111z, és igy 111 y.

Felirhatjuk az eredeti egyenletiinket a kovetkezo alakban:

yP = (z+Vv-11) (z — V-11) .
Megmutatjuk, hogy = ++/—11 és z —+/—11 relativ primek a Z [H— VQ’H} gytriiben.
Legyen d = Inko (x ++v=11, 2 — \/—11), ekkor d osztja ezen két szam kiilonbségét:
d| (z+vV-11) = (z — V—-11) = 2/—11.

Tehat N(d) osztja az x + /—11, 2¢/—11 szdmok norméjit, vagyis az z* + 11,44
szamokat. Mivel x paros, és nem oszthat6 11-gyel, ezért N(d) = 1, vagyis d egység.
Tehéat x ++/—11 és x —+/—11 valéban relativ primek. Ekkor mindkett6 ,,kobszam™:

3
1++/—11
T+ /11 = (a+b+T) =

3 15 3 3
= <a3 + Eazb — 7&62 - 4b3) + (§a2b + 5&62 — b3> v —11.
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Hasonlitsuk 0ssze a valds és képzetes részeket:

3 15

r=a+ §a2b — 7ab2 — 453,
3 3

1 = 5&2[) + 5@()2 — bg.

Az utébbit atalakitva kapjuk, hogy
2 = b (3a® + 3ab— 2b%) |

amibdl kovetkezik, hogy b = +1, vagy b = +2. A négy esetet megvizsgalva az (a,b)
szamparra a (0, —1), (1,—1),(1,2), (=3, 2) lehetéségek adbédnak, és ezekbdl az eredeti
egyenletre a kovetkezé megoldasokat kapjuk:

r==24,y=3¢és x==+58y=15.

4.4. Tétel. Az 2% 4+ 19 = y* diofantoszi eqyenlet megolddsai x = +18,y = 7.

Bizonyitds. A megoldas menete az el6zé példaval analdg, ezért nem is dolgozzuk ki
részletesen, csak vazlatot mutatunk. Az el6z6 feladathoz hasonléan belathaté, hogy x
péros, és ekkor y paratlan, valamint 19 { z, és igy 191 y.

Felirhatjuk az eredeti egyenletiinket a kovetkezd alakban:

y?’:(x+\/—_1(3))(x—\/—_9).

Megmutathaté tovabba, hogy = 4+ v/—19 és © — /—19 relativ primek a Z [”— 3’19]
gytriben. Ekkor mindketto ,kobszam”:

3
14 +/—11
vt VoI = (a oY) -

3 27 3 3
= (a3 + éazb - ?ab2 - 7b3) + (ﬁazb + 5@62 - 2b3) v/ —19.

Hasonlitsuk Ossze a valds és képzetes részeket:

3 27
xr = a3 + §a2b - 7&[)2 - 7b3,
3 3
1 = 5&2[) + 5@[)2 — 263

Az utébbit atalakitva kapjuk, hogy
2 = b (3a® + 3ab — 4b%) |

amibdl kovetkezik, hogy b = £1, vagy b = £2. A négy esetet megvizsgélva az (a,b)
szamparra az (1,1),(—2,1) lehet6ségek adddnak, és ezekbdl az eredeti egyenletre a
kovetkezé megoldésokat kapjuk:

x==£18, y="1.
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